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4.1 拉普拉斯变换

双边拉普拉斯变换及其收敛域

单边拉普拉斯变换及其收敛域

常见信号的单边拉普拉斯变换



◼ 双边拉普拉斯变换及其收敛域

为什么要引入拉普拉斯变换
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➢ 有些信号不满足绝对可积条件，使得其傅里叶变换不好求解；

➢ 利用傅里叶变换只能求解系统零状态响应，不能求解零输入响应，

从而不能分析系统全响应；

➢ 有些信号的傅里叶变换比较复杂（如阶跃函数的傅里叶变换）



从傅里叶变换到拉普拉斯变换
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◼ 双边拉普拉斯变换及其收敛域



双边拉普拉斯变换的定义

( ) ( ) d

( ) ( )1
( ) ( ) d

2

st

j
st

j

F s f t e t

f t F s
f t F s e s

j





−

+ 

+



−

−



 =



=







双边拉普拉斯正变换

双边拉普拉斯反变换

➢ 双边拉普拉斯变换
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◼ 双边拉普拉斯变换及其收敛域

基本信号  st t j te e e = 

傅里叶分析的基本信号影响幅度变化

傅里叶分析只需考虑基本信号的振荡频率 ，

可用 jω 轴上的点对应；拉普拉斯变换还需要考

虑一个影响幅度变化的 ，用复平面 上

的点来表示，相当于增加一个维度。
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➢ 收敛域：使拉普拉斯变换积分收敛，即 存在的 的取值范围。( )F s

因果信号  
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为未定值，拉普拉斯变换不定

此时拉普拉斯变换无界
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◼ 双边拉普拉斯变换及其收敛域



反因果信号 0Re[ ]s  = 
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➢ 收敛域：使拉普拉斯变换积分收敛，即 存在的 的取值范围。( )F s

◼ 双边拉普拉斯变换及其收敛域



双边信号
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不同信号可能会有相同的象函数，但收敛域不同。

➢ 收敛域：使拉普拉斯变换积分收敛，即 存在的 的取值范围。( )F s

◼ 双边拉普拉斯变换及其收敛域

存在 不存在( )F s ( )F s



◼ 单边拉普拉斯变换及其收敛域

➢ 收敛域：信号 的单边拉普拉斯变换等效于因果信号 的双

边拉普拉斯变换，因此单边拉普拉斯变换的收敛域为：

 ( )f t  ( ) ( )f t t

➢ 实际主要研究因果信号，因此主要分析单

边拉普拉斯变换，不再特别强调收敛域。

➢ 单边拉普拉斯变换
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 单边拉普拉斯正变换

单边拉普拉斯反变换

取下限 是为了包含到 时刻，此时可能含有冲激和跳变等。0t −= 0t =
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◼ 常见信号的单边拉普拉斯变换

 ( ) 1 Ret s   −

   0

0

0

1
Re Re

s t
e s s

s s
 

−
 

1
Rete s

s

 


     0

0

1
Re 0

j t
e s

s j






 

 0 0

0 2 2

0 0 0

1 1 1 1
cos Re 0

2 2

j t j t s
t e e s

s j s j s

 
  

−  
 = +  + =    − + + 

 0 0 0
0 2 2

0 0 0

1 1 1 1
sin Re 0

2 2

j t j t
t e e s

j j s j s j s

  


  

−  
 = −  − =    − + + 

 
0

1
( ) 1 ( ) d Re 0stt F s e t s

s


−

+
− = = 或

 
00

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) d Re

2

s
st st e

g t t t F s e t e s
s s


 




  

−

−
− − −

− = − −  = = − =  −

  ( ) ( ) Ren nt s s   −

0 ( )
s t

e t ( )te t  0 ( )
j t

e t
 

0cos ( )t t 

0sin ( )t t 



线性性质

时移性质

复频移性质

尺度变换性质

时域卷积性质

复频域卷积性质

时域微分性质

时域积分性质

复频域微分性质

复频域积分性质

初值定理

终值定理

4.2 单边拉普拉斯变换的性质



◼ 线性性质
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收敛域也可能会存在一些特殊情况：若两个信号作减法以后变

成时域有限信号，此时信号本身就绝对可积，当 σ 取任意值时，拉

普拉斯变换都存在，此时收敛域会扩充为整个 s 平面。
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例题1 求信号 的象函数 。( )F s( ) (1 ) ( )tf t e t−= −

但是



◼ 时移性质

注意： 是指因果信号 延时 后的信号，即延

时前后信号波形形状不变。为保证因果性，只考虑右移，即 。
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例题3 求图示两个信号的单边拉普拉斯变换 。( )F s
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例题4 求图示单边周期矩形脉冲信号的象函数 。( )F s

单边周期信号的拉普拉斯变换
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已知第一个周期内的脉冲 及周期 T ，即可求得单边周期信号

的拉普拉斯变换。
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◼ 时移性质



◼ 复频移性质
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◼ 尺度变换性质
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时移、复频移、尺度变换经常放在一起考察。
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◼ 时域卷积性质
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◼ 复频域卷积性质
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例题7 求图示单边周期矩形脉冲信号的象函数 。（例3另解）( )F s

例题8 求图示三角脉冲信号的拉普拉斯变换 。( )F s



◼ 时域微分性质
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◼ 时域积分性质
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例题10 求解信号 的拉普拉斯变换 。( ) ( )nf t t t= ( )F s
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例题11 求解图示信号的单边拉普拉斯变换 。( )F s ( )f t



例题12 已知信号 的波形如图所示，求其拉普拉斯变换 。 ( )f t ( )F s



◼ 复频域微分性质
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n n

n st

F s f t e t
s s

t f t e t

−

−

+
−

+
−

 =
  

= −







◼ 复频域积分性质

   0 0

( )
( ) ( ),Re ( )d ,Re

s

f t
f t F s s F s

t
   



   ,则

例题14 求函数 的拉普拉斯变换。
sin

( ) ( )
t

f t t
t

=

例题15 求函数 的单边拉普拉斯变换。
21

( )
te

f t
t

−−
=



◼ 初值定理

◼ 终值定理

   0 0( ) ( ),Re , 0f t F s s    

 
0

( ) lim ( )
s

f sF s
→

 =

前提：单边拉氏变换 在 s 的右半平面或 jω 轴上不存在极点

（原点s = 0的一阶极点除外，该极点可约去），此时 有界。

( )F s

 ( )f 

由 判断 是否存在，并求之。( )F s  ( )f 

由 直接求( )F s (0 ), (0 ), (0 ),f f f+ + +
 

 (0 ) lim ( )
s

f sF s+
→

=

  (0 ) lim ( ) (0 )
s

f s sF s f+ +
→

 = −

 2(0 ) lim ( ) (0 ) (0 )
s

f s s F s sf f+ + +
→

  = − − 

设信号不含冲激信号及其各阶导数（ 是真分式），若 ： ( ) ( )f t F s( )F s

（收敛域包含虚轴）



例题16

给定下列象函数，求对应信号 的初值 和终值 。 (0 )f +
 ( )f  ( )f t

 
2 2

1 2 6
1) ( ) 2) ( ) 3) ( )

1 4 ( 1)( 3)

s
F s F s F s

s s s s s
= = =

+ + + +



若 是假分式，在求 时需要先将 分解成多项式与真分

式 之和，此时初值根据真分式 计算，终值计算方法不变。

◼ 关于初值定理的补充说明

1(0 ) lim ( )
s

f sF s+
→

=

( )F s ( )F s(0 )f +

1( )F s 1( )F s

0t +=

0t =因为多项式对应时域的冲激信号及其导数，处于 时刻，对初

值所在的 时刻没有贡献，故此时可以去掉多项式。

1( ) ( ) ( )F s P s F s= +

多项式 真分式

例题16-续
2

2
4) ( )

2 2

s
F s

s s
=

+ +
求信号 的初值 和终值 。 (0 )f +  ( )f  ( )f t



部分分式展开法

其他反变换方法

4.3 单边拉普拉斯反变换



◼ 部分分式展开法

F(s)为真分式

 1

1 1 0

1

1 1 0

( )
( )

( )

m m

m m

n n

n n

b s b s b s bB s
F s

A s a s a s a s a

−

−

−

−

+ + + +
= =

+ + + +

当 时， 为假分式；当 时， 为真分式。( )F s m n  m n ( )F s

 1

1 1 0

1 2

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

m m

m m

n

b s b s b s bB s
F s

A s s s s s s s

−

−+ + + +
= =

− − −

n 个极点
F(s)仅有单极点

 
1 2

1 2

( ) n

n

kk k
F s

s s s s s s
= + + +

− − −

 ( ) ( )
i

i i s s
k s s F s

=
= −

 
( )is t i

i

i

k
k e t

s s
 

−

部分分式形式：

系数公式： 部分分式对应变换对：

 m n

有理分式：



例题17 求象函数 的原函数 。( )f t
 

3 2

4
( )

3 2

s
F s

s s s

+
=

+ +



F(s)含有共轭单极点

 
1 2( )

( ) ( )

n

n

kk k
F s

s j s j s s   

 
= + + + 

− − + − − − − 

 

 

1

2 1

( ) ( )

( ) ( )

s j

s j

k s j F s

k s j F s k

 

 

 

 

=− +



=− −

 = − − +



= − − − =

只需求出一个复极点对应的

系数，另一系数取共轭即可

 
1 1

1( )
( ) ( )

j jk e k e
F s

s j s j

 

   

−

= +
− − + − − −

1( )F s

( ) ( )

1 1 1( ) ( )j j t j j tf t k e e k e e t      − + − − − = + 
( ) ( )

1 ( )t j t j tk e e e t     − + − + = + 

12 cos( ) ( )tk e t t   −= +

部分分式形式：

系数公式：

共轭单极点 1,2s j = − 

其余极点

➢ 反变换形式1

1,2 1

jk k e =

系数 k1,2 为极坐标形式时：

◼ 部分分式展开法



F(s)含有共轭单极点

1,2k A jB= 
1( )

( ) ( )

A jB A jB
F s

s j s j   

+ −
= +

− − + − − −

 2 cos( ) sin( ) ( )te A t B t t   −= −

共轭单极点 1,2s j = − 

( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( )j t j tf t A jB e A jB e t    − + − − = + + − 

( ) ( ) ( )t j t j t j t j te A e e jB e e t     − − − = + + − 

1 1( ) 2 cos( ) ( )tf t k e t t   −= +  1( ) 2 cos( ) sin( ) ( )tf t e A t B t t   −= −

➢ 反变换形式2 系数 k1,2 为直角坐标形式时：

1,2 1

jk k e = 1,2k A jB= 

2 2

1k A B= +

arctan
B

A
 =

◼ 部分分式展开法



例题18 求象函数 的原函数 。( )f t
 

2

2
( )

( 1)( 4 5)

s
F s

s s s

+
=

+ + +



F(s)含有 r 重极点

 

1 2 1 1

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r

r n

B s B s
F s

s s A s s s s s s s+

= =
− − − −

 
11 12 1

1
11 1 1

( )
( ) ( ) ( )

n
jr

r r
j r j

kk k k
F s

s s s s s s s s−
= +

 
= + + + + 

− − − − 


 

1

1

1 11

1 d
( ) ( )

( 1)! d

i
r

i i s s
k s s F s

i s

−

− =
= −

−

 
1

!
( )n

n

n
t t

s


+


 
11

1

( 1)!
( )

( )

s tn

n

n
t e t

s s
− −


−

 
111 1

1

( )
( 1)! ( )

s tni i

n

k k
t e t

n s s
− 

− −

部分分式形式：

系数公式：

部分分式对应变换对：

r 重极点 1s s=

◼ 部分分式展开法



例题19 求象函数 的原函数 。( )f t
 

3

2
( )

( 1)

s
F s

s s

−
=

+



F(s)为假分式

 
1 0

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

m n

m n

D s D s
F s c s c s c P s

A s A s

−

−= + + + + = +

多项式
真分式

1 0( ) m n

m nP s c s c s c−

−= + + + ( )

1 0( ) ( ) ( )m n

m nc t c t c t  −

−
+ + +

真分式部分：可以重复前文的操作进行部分分式展开

多项式部分：

 m n

◼ 部分分式展开法

 1

1 1 0

1

1 1 0

( )
( )

( )

m m

m m

n n

n n

b s b s b s bB s
F s

A s a s a s a s a

−

−

−

−

+ + + +
= =

+ + + +



例题20 求象函数 的原函数 。( )f t
 3 2

2

5 9 7
( )

3 2

s s s
F s

s s

+ + +
=

+ +



F(s)含共轭单极点时的配凑法

所用变换对：

 
2 2 2 2

cos ( ) , sin ( )
s

t t t t
s s


   

 
 

+ +

 
2 2 2 2

cos ( ) , sin ( )
( ) ( )

t ts
e t t e t t

s s

  
   

   

− −+
 

+ + + +

当含有共轭极点时，可以尝试通过配凑和待定系数，配出对应的

象函数，然后求解反变换。

◼ 其他反变换方法



例题21 求象函数 的原函数 。( )f t
 

2
( )

1

s
F s

s s
=

+ +



例题22 求象函数 的原函数 。( )f t
 

3 2

6
( )

2 4 8

s
F s

s s s

+
=

+ + +



◼ 其他反变换方法

F(s)不是有理分式

当F(s)不是有理分式时，无法进行部分分式展开，需要运用常见

信号的拉普拉斯变换对，结合拉普拉斯变换的性质进行反变换求解。

 
0 ( )

( )
1

T sT

F s
f t

e−


−

回顾：单边周期信号的拉普拉斯变换



例题23 求象函数 的原函数 。( )f t
 

2

1
( )

(1 )s
F s

s e−
=

+



例题24 求象函数 的原函数 。( )f t
 

2 2 4

(1 )
( )

( )(1 )

s

s

e
F s

s e





−

−

+
=

+ −



系统微分方程的复频域解

系统函数与系统的 s 域框图

电路的复频域（s 域）分析

4.4 连续时间系统的复频域分析



◼ 系统微分方程的复频域解

以二阶LTI连续系统为例，系统的微分方程为：

1 0 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t a y t a y t b e t b e t b e t   + + = + +

激励 在 t = 0 时刻加入系统，此时 。 ( )e t  (0 ) (0 ) (0 ) 0e e e− − −
 = = =

  2 2

1 0 2 1 0( ) (0 ) (0 ) ( ) (0 ) ( ) ( ) ( ) ( )s Y s sy y a sY s y a Y s b s E s b sE s b E s− − −
 − − + − + = + + 

对方程两端同时取单边拉普拉斯变换，根据时域微分性质，有：

其中 为系统的初始状态。 (0 ), (0 )y y− −


微分方程 代数方程

( )Y s( )y t

1−



◼ 系统微分方程的复频域解

  2 2

1 0 2 1 0( ) (0 ) (0 ) ( ) (0 ) ( ) ( ) ( ) ( )s Y s sy y a sY s y a Y s b s E s b sE s b E s− − −
 − − + − + = + + 

 2 2

1 0 1 2 1 0( ) ( ) ( ) (0 ) (0 ) ( ) ( )s a s a Y s s a y y b s b s b E s− −
+ + − + + = + +

2

2 1 01

2 2

1 0 1 0

( ) (0 ) (0 )
( ) ( )

b s b s bs a y y
Y s E s

s a s a s a s a

− −
 + ++ +

= +
+ + + +

与微分方程系数和

系统初始状态有关

与系统激励无关

( )ziY s ( )zsY s

与微分方程系数和

系统的激励有关

与初始状态无关

)( () ( ) zi szY s YY ss = + )( () ( ) zi szy t yy tt = +



◼ 系统微分方程的复频域解

1

2

1 0

( ) (0 ) (0 )
( )zi

s a y y
Y s

s a s a

− −
+ +

=
+ +

系统时域解的形式由全响应Y(s)的极点决定。而Y(s)的极点由系统

特征方程形成的极点，和系统激励信号的极点组成。

2

2 1 0

2

1 0

( ) ( )zs

b s b s b
Y s E s

s a s a

+ +
=

+ +

自由响应/齐次解

零输入响应

零状态响应

强迫响应/特解

由系统特征根决定

由激励的极点决定

由系统特征根决定

由系统特征根和激励的极点共同决定

系统特征方程： 2

1 0 0s a s a+ + = 特征根 = 特征方程形成的极点



例题25

已知系统的微分方程为 ，激励信号

为 ，系统的初始状态 ，求系统的零输入响应

、零状态响应 和全响应 。

 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 6 ( )y t y t y t e t e t  + + = +

 ( ) ( )e t t=  (0 ) 2, (0 ) 1y y− −
= =

 ( )ziy t  ( )zsy t  ( )y t



◼ 系统函数与系统的 s 域框图

系统函数
 ( )

( )
( )

zsY s
H s

E s
=

2

2 1 0

2

1 0

( ) ( )zs

b s b s b
Y s E s

s a s a

+ +
=

+ +

1 0 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t a y t a y t b e t b e t b e t   + + = + +

系统函数只与微分方程的系数和阶数有关。因此它只与系统的结

构、参数有关，而与系统的激励、初始状态等均无关，反映的是系统

固有特性。

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zs zsY s E s H s y t e t h t=   =   ( ) ( )h t H s

2

2 1 0

2

1 0

( )
b s b s b

H s
s a s a

+ +
=

+ +



◼ 系统函数与系统的 s 域框图

系统的 s 域框图

系统函数与初始状态无关



◼ 系统函数与系统的 s 域框图

1 2

1 0( ) ( ) ( ) ( )E s a s X s a s X s X s− −− − =

1 2

1 0( ) (1 ) ( )E s a s a s X s− −= + + 

1 2

2 1 0( ) ( ) ( ) ( )b X s b s X s b s X s Y s− −+ + =

1 2

2 1 0( ) ( ) ( )Y s b b s b s X s− −= + + 

1 2

2 1 0

1 2

1 0

( )
( )

( ) 1

b b s b sY s
H s

E s a s a s

− −

− −

+ +
= =

+ +

( )X s
1 ( )s X s− 2 ( )s X s−



◼ 系统函数，微分方程与系统 s 域框图的转换

1 0 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t a y t a y t b e t b e t b e t   + + = + + 2

2 1 0

2

1 0

1 2

2 1 0

1 2

1 0

( )

1

b s b s b
H s

s a s a

b b s b s

a s a s

− −

− −

+ +
=

+ +

+ +
=

+ +

微分方程 系统函数

系统框图

1 s

s





积分

求导

2

2b s
1b s

0b
2s 1a s

0a



例题26

1) 已知系统微分方程为 ，求系统函数 ； ( ) 4 ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( )y t y t y t e t e t  + + = −  ( )H s

2) 已知连续系统的系统函数 ，写出系统的微分方程。
 

2

6
( )

5 6

s
H s

s s

+
=

+ +



例题27

一个LTI连续系统的系统函数为 ， 为常数，已

知此系统阶跃响应的终值为1。

1) 写出此系统的微分方程；

2) 求系统的冲激响应 。

 
0 2

2
( )

4 3

s
H s H

s s

+
=

+ +
 

0H

 ( )h t



 
1 2( ) ( ) ( ) ( )nH s H s H s H s= 

 
1 2( ) ( ) ( ) ( )nH s H s H s H s= + + +

➢并联系统：系统函数为子系统函数之和。（时域为相加）

➢级联系统：系统函数为子系统函数之积。（时域为卷积）

◼ 系统函数与系统的 s 域框图

1 2( ) ( ) ( ) ( )nh t h t h t h t= + + +

1 2( ) ( ) ( ) ( )nh t h t h t h t=   

+



例题28

某LTI系统如图，已知 ，系统的阶跃响应 ，

试求子系统的系统函数 与冲激响应 。2 ( )H s

1

1
( )H s

s
=  ( ) ( ) ( )tg t t e t−= +

2 ( )h t



◼ 电路的复频域（s 域）分析

微分方程

时域响应

代数方程

s 域响应

1−

时域电路 s 域电路

➢ 电路理论

➢ 电路元器件

➢ 电路系统模型

➢ 电路求解方法

思考：

如何用 s 域表示？



◼ 电路的复频域（s 域）分析

基尔霍夫定律的 s 域形式

( ) 0

( ) 0

i t

u t

 =


=





( ) 0

( ) 0

I s

U s

 =


=





基尔霍夫定律是线性电路分析的理论基础，分为基尔霍夫电流定

律（KCL）和基尔霍夫电压定律（KVL）。

集中电路任一节点，流入电流的代数和为0

集中电路任一回路，各支路电压代数和为0

集中电路任一节点，流入电流象函数代数和为0

集中电路任一回路，各支路电压象函数代数和为0



◼ 电路的复频域（s 域）分析

RLC 元件的 s 域模型

电阻元件

( ) ( )R Ru t Ri t= ( ) ( )R RU s RI s=

电容元件 d
( ) ( )

d
C Ci t C u t

t
=

( ) ( ) (0 )C C CI s sCU s Cu −= −

(0 ) ( )
( ) C C

C

u I s
U s

s sC

−= +

时域模型 并联形式的 s 域模型 串联形式的 s 域模型

时域模型 s 域模型

假设元件电压和电流选取关联参考方向。



◼ 电路的复频域（s 域）分析

RLC 元件的 s 域模型

电感元件

d
( ) ( )

d
L Lu t L i t

t
=

( ) ( ) (0 )L L LU s sLI s Li −= −

( ) (0 )
( ) L L

L

U s i
I s

sL s

−= +

时域模型 并联形式的 s 域模型串联形式的 s 域模型

假设元件电压和电流选取关联参考方向。



◼ 电路的复频域（s 域）分析

RLC 元件的 s 域模型 假设元件电压和电流选取关联参考方向。



◼ 电路的复频域（s 域）分析

电路的复频域（s 域）分析法举例

电路分析中学过的若干分析方法均可拿来在电路的复频域分析中

使用。如：无源支路的串、并联化简，电压源、电流源的等效变换，

网孔电流分析法，节点电压分析法等。

在 s 域的电路模型中，数学表达式由微分方程转为代数方程，求

出响应的象函数，再取拉普拉斯反变换求得对应的时域响应。

需注意的是：在作电路的 s 域模型时，所有电源也要对应成象电

源，并注意参考方向。



例题29

下图所示电路，已知元件参数 ，电容的初始

电压 ，电感的初始电流 ，试用电路的 s 域模型求

零输入响应 。

 1
1H, F, 2

3
L C R= = = 

 (0 ) 1VCu − =  (0 ) 0.5ALi − =

 ( )Ru t

−
+ − +

−

+

+

−

题图

s 域电路

1 s

3 s

1 2
s

2



例题30

如图所示的电路中，若以 作为响应，试用电路的 s 域分析法

求解系统的冲激响应。

2 ( )u t

题图 s 域电路（零状态）

20

20



例题31

如图所示的电路中，以电流源 作为激励， 作为响应，试用

电路的 s 域分析法求解系统的冲激响应。

2 ( )u t( )si t

题图 s 域电路（零状态）

1 1



例题32

图示电路，换路（ 时开关 S 闭合，实现换路）之前已达到稳

态，已知 ，L = 1H，C = 1F，R1 = 3Ω，R2 = 2Ω，R3 = 1Ω，利

用 s 域电路模型求 和全响应 。

0t =

( )u t

 ( ) 12Vsu t =

 ( ), ( )zi zsu t u t

Step1：确定初始状态

题图



例题32 L = 1H，C = 1F，R1 = 3Ω，R2 = 2Ω，R3 = 1Ω ( ) 12Vsu t =

Step2：求零输入响应
2

6 s

换路后，电阻R2被短路 (0 ) 2A (0 ) 6VL Ci u− −= =

s 域电路（零输入）

1

3

题图

( ) 0su t =



例题32

Step3：求零状态响应

12 s

L = 1H，C = 1F，R1 = 3Ω，R2 = 2Ω，R3 = 1Ω ( ) 12Vsu t =

s 域电路（零状态）

1

3

题图

(0 ) 0 (0 ) 0L Ci u− −= =

( ) 12 ( )su t t=



◼ 电路的复频域（s 域）分析

s 域电路分析思路总结

➢ 分析初始状态

(0 ), (0 )L Ci u− −

在稳态电路中，将电容视为开路，电感视为短路；

在含有电感、电容的电路中，初始状态指 。

➢ s 域零输入响应

激励置零，留初始状态（形式为附加电源）；

➢ s 域零状态响应

L 和 C 元件的附加电源置零，保留激励；

注意附加电源的电压极性或电流方向。

激励需要变换为象函数。

1

s

R R

L sL

C
sC







时域 域

元件计算阻抗



系统函数的零点与极点

系统函数零极点分布与系统时域特性

系统函数与系统的稳定性

系统函数与系统的频域特性

4.5 系统函数与系统特性



◼ 系统函数的零点与极点

 1

1 1 0

1

1 1 0

( )
( )

( )

m m

zs m m

n n

n

Y s b s b s b s b
H s

E s s a s a s a

−

−

−

−

+ + + +
= =

+ + + +

 

11 2
0

1 2

1

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

m

j

jm m

n

n
i

i

s z
b s z s z s z

H s H
s p s p s p

s p

=

=

−
− − −

= =
− − −

−





js z=系统函数的零点：

is p=系统函数的极点：

系统函数的零点与极点

系统函数的零、极点分布图

把系统函数的零、极点画在 s 平面上的图形，称为系统函数的

零、极点分布图。

一般用“”表示零点，用“×”表示极点，高阶的零、极点需

要在对应点处标明阶数。



◼ 系统函数的零点与极点

  2

2 2 2

(1 ) (1 )[( 1) 1]
( )

( 1) ( 4) ( 1) ( 2 )( 2 )

s s j s js s
H s

s s s s j s j

− − − +− +
= =

+ + + + −

 
1 2 30, 1 , 1z z j z j= = − = +三个零点： （均为一阶零点）

1,2 3 41, 2 , 2p p j p j= − = − =四个极点：

二阶极点 一阶极点

例题33

已知连续系统系统函数 的零极点分布如图，且 ，求

该系统的系统函数 。

(0 ) 2h + = ( )H s

 ( )H s



◼ 系统函数零极点分布与系统时域特性

s 平面左开半平面的极点

( 0)ip  = − 

0ip j = − 

一阶实极点

共轭单极点
2 2

0( )s  + +

( )tKe t −

r 重极点

, ( ) 0t h t→ →

( )rs +

极点在左开半平面时，响应最终趋于0，为暂态响应

2 2

0( )
r

s   + + 

分母多项式因子

s +

时域响应形式

0cos( ) ( )tKe t t   − +

( )i t

iK t e t −

0cos( ) ( )i t

i iK t e t t   − +

( 0,1, , 1)i r= −

( 0,1, , 1)i r= −

极点形式 极点分布与波形



◼ 系统函数零极点分布与系统时域特性

0ip =

0ip j= 

一阶实极点

共轭单极点 2 2

0s +

( )K t

r 重极点

rs

2 2

0( )rs +

s

时域响应形式

0cos( ) ( )K t t  +

( )i

iK t t

0cos( ) ( )i

i iK t t t  +

( 0,1, , 1)i r= −

( 0,1, , 1)i r= −

极点形式 极点分布与波形

s 平面虚轴上的极点

虚轴上的一阶极点响应为稳态分量，高阶极点响应为递增函数

分母多项式因子



◼ 系统函数零极点分布与系统时域特性

s 平面右开半平面的极点

( 0)ip  = 

0ip j = 

一阶实极点

共轭单极点
2 2

0( )s  − +

( )tKe t 

r 重极点

, ( )t h t→ →

( )rs −

极点在右开半平面时，响应为递增函数

2 2

0( )
r

s   − + 

s −

时域响应形式

0cos( ) ( )tKe t t   +

( )i t

iK t e t 

0cos( ) ( )i t

i iK t e t t   +

( 0,1, , 1)i r= −

( 0,1, , 1)i r= −

极点形式 极点分布与波形分母多项式因子

( )h t



◼ 系统函数零极点分布与系统时域特性

零点与时域特性的关系

系统函数的零点分布不影响系统的响应形式，只影响响应的幅

度和相位。

2

( 2)
( )

( 2) 1
a a

s
H s H

s

+
=

+ +

2( ) cos ( )t

a ah t H e t t−=

2 2 2

2 2
( )

( 2) 1 ( 2) 1 ( 2) 1
b b b b

s s
H s H H H

s s s

+
= = −

+ + + + + +

2 2( ) (cos 2sin ) ( ) 5 cos( arctan 2) ( )t t

b b bh t H e t t t H e t t − −= − = +



◼ 系统函数零极点分布与系统时域特性

左开半平面极点：系统响应当

时，衰减到0； t →

虚轴上的一阶极点：系统响

应幅度稳定或者等幅振荡；

虚轴上二阶以上的极点以及

右开半平面的极点：系统响

应随着 而趋于无穷大； t →

➢ 总结 一阶极点

二阶极点

零点：不影响系统响应形式，

只影响响应的幅度和相位。



◼ 系统函数零极点分布与系统时域特性

系统函数极点的实部 影响响应的变化趋势；虚部 影响响应

的振荡频率快慢。

深刻理解零极点和系统响应的关系，给出一个简单的系统，通

过分析零极点分布图，可以直接得出系统响应的大致形式，进而判

断系统特性。

 

衰减速度：a 系统 > b 系统

振荡频率：a 系统 < b 系统

➢ 总结

( )

cos( ) ( )

te t

t t

 

   

 


 +



◼ 系统函数与系统的稳定性

因果系统及判断方法 零状态响应不出现于激励信号之前的系统。

时域判断

s 域判断

系统函数 的收敛域为 ，即收敛域在最右侧极点所在

收敛轴的右侧。

 ( )H s    0Re s 

系统的冲激响应 为因果信号，即 。 ( ) 0, 0h t t=  ( )h t

稳定系统及判断方法 对有界输入，零状态响应也有界的系统。

时域判断

s 域判断 系统函数 收敛域必须包含虚轴 。 ( )H s

系统的冲激响应 绝对可积，即 。 ( )h t
 

( ) dh t t M
+

−


s j=



◼ 系统函数与系统的稳定性

因果稳定系统及判断方法

的极点全部在 s 平面的左开半平面。

系统冲激响应 因果且绝对可积，即 。 ( )h t
0

( ) dh t t M
+



因果稳定系统

因果临界稳定系统

在虚轴上仅有一阶极点，其余极点全部

在左开半平面。

因果不稳定系统

在虚轴上含有二阶及以上极点，或在右

开半平面含有极点。

时域判断

s 域判断

( )H s

( )H s

1
( )

( 1)( 2)

s
H s

s s

−
=

+ +

( )H s

( )
( 3)( 1)

s
H s

s s
=

+ −

2

3
( )

( 1)

s
H s

s s

−
=

+

2

1
( )

( 1)( 3)
H s

s s
=

+ +

例：



◼ 系统函数与系统的稳定性

连续系统的稳定性准则

充分条件

若罗斯阵列中第一列元素符号相同，此时 所有极点都在 s 平

面的左开半平面，系统稳定。

若罗斯阵列第一列元素符号不相同，变号的次数为 的根在

右开半平面的个数，即右开半平面系统极点的个数。

 1

1 1 0

1

1 1 0

( )
( )

( )

m m

m m

n n

n n

b s b s b s bB s
H s

A s a s a s a s a

−

−

−

−

+ + + +
= =

+ + + +

0ia 

( ) 0A s =

必要条件

若系统稳定，则分母多项式 系数均满足 ，无缺项；( )A s

 1

1 1 0( ) n n

n nA s a s a s a s a−

−= + + + +

注：若 系数缺项或有负项，则系统必然不稳定。( )A s

( )H s

➢ 充分必要条件：罗斯（Routh）准则



◼ 系统函数与系统的稳定性

连续系统的稳定性准则

罗斯阵列

 1

1 1 0( ) n n

n nA s a s a s a s a−

−= + + + +

共 n + 1 行

之后为全 0 行

2 4

1 3 5

1 3 5

1 3 5

1

2

3

4

1

n n n

n n n

n n n

n n n

a a a

a a a

c c c

d d d

n

− −

− − −

− − −

− − −

+

由 多项式

的系数构成

( )A s

第3行后系数

需要计算

第3行后系数的运算规则：

2

1

1 31

1 n n

n

n nn

a a
c

a aa

−

−

− −−

−
= 4

3

1 51

1 n n

n

n nn

a a
c

a aa

−

−

− −−

−
=

1 3

1

1 31

1 n n

n

n nn

a a
d

c cc

− −

−

− −−

−
= 1 5

3

1 51

1 n n

n

n nn

a a
d

c cc

− −

−

− −−

−
=



例题34 已知系统函数分母多项式 如下，判别系统的稳定性。

3 21) ( ) 4 3 2A s s s s= + − +

32) ( ) 2 7 9A s s s= + +

4 3 23) ( ) 2 12 8 2A s s s s s= + + + +

( )A s

2 12 2

1 8 0

-4 2 0

8.5 0 0

2 0 0

1

2

3

4

5

➢ 阵列第一列元素符号正负改变两

次，因此系统函数含两个右开半

平面的极点，系统不稳定。

的系数有负项，系统不稳定；

缺 项，系统不稳定；

( )A s

( )A s 2s

的系数均为正，满足必要条件，判别稳定性需列写罗斯阵列：( )A s



例题34-续 已知系统函数分母多项式 如下，判别系统的稳定性。

4 3 24) ( ) 2 2 3A s s s s s= + + + +

4 3 25) ( ) 3 4 6 4A s s s s s= + + + +

两种特殊情况：

①第 1 列提前出现 0 ：用无穷小量 代替；

②提前出现全 0 行：构造辅助多项式。

( )A s

1 2 3

1 2 0

0 3 0

0 0

3 0 0

3
2


−

1 4 4

3 6 0

2 4 0

0 0 0

4 0 0

1

2

3

4

5

2( ) 2 4P s s= +

d ( )
4

d

P s
s

s
=

( )

4s

3s

2s

1s

0s

1

2

3

4

5

➢ 设 从正向趋于 0 ，第一列元

素符号正负改变两次，系统函

数含两个右开半平面的极点。

➢ 第一列元素无正负变化，右开半平面

无极点，但提前出现全 0 行，故虚轴

上有一阶极点 ，系统临界稳定。

2( ) 2 4 0 2P s s s j= + =  = 

2 j

4 

2s

1s

0s

0s







例题35

已知连续系统的系统函数 ，为使系统稳定，

求常数 k 的取值范围。

3 2

1
( )

3 3 1
H s

s s s k
=

+ + + +



◼ 系统函数与系统的稳定性

连续系统的稳定性准则

二阶情形  2

2 1 0( )A s a s a s a= + +

则二阶系统为稳定系统的条件为： 2 1 0( ) 0, 0, 0A s a a a  的系数

共 3 行

之后为全 0 行

2 0

1

1 3

1

2 0

3 n n

a a

a

c c− −

2 2 0

1 0

1 3 11 1

1 1

0

n n

n

n nn

a a a a
c a

a a aa a

−

−

− −−

− −
= = =

2 0

1

0

1

2 0

3 0

a a

a

a

罗斯阵列

0

0

0



例题36 图示系统，已知 ，K 为常数。
 

2
( )

3 3

s
G s

s s
=

− +

1) 求使系统稳定的 K 值的取值范围；

2) 当 K = 3 时，求系统的冲激响应 h(t) 。



◼ 系统函数与系统的频域特性

连续系统的频率响应函数

( ) ( )
s j

H j H s



=

=

条件：系统函数极点均位于 s 平面的左开半平面，即在虚轴上收敛。

给定因果稳定系统，其频率响应函数为

11 2
0 0

1 2

1

( )
( )( ) ( )

( ) ( 0)
( )( ) ( )

( )

m

j

jm m

n

n
i

i

s z
b s z s z s z

H s H H
s p s p s p

s p

=

=

−
− − −

= = 
− − −

−





1 1

0 0

1 1

( )

( ) ( )

( )

j

i

m m
j

j j

j j

n ns j
j

i i

i i

j z B e

H j H s H H

j p Ae












= =

=

= =

−

= = =

−

 

 

 j

i

j

j j

j

i i

j z B e

j p Ae









 − =


− =

零矢量：

极矢量：

系统函数零、极点与频率响应特性



◼ 系统函数与系统的频域特性

 j

i

j

j j

j

i i

j z B e

j p Ae









 − =


− =

零矢量：

极矢量：

1 2

1 2

1

0

1

( )

1 2
0 ( )

1 2

( )

j

i

m

n

m
j

j

j

n
j

i

i

j

m

j

n

B e

H j H

Ae

B B B e
H

A A A e





  

  


=

=

+ + +

+ + +

=

=





1 2
0 0

1 2

( ) m

n

B B B
H j H H

A A A
 = =

零矢量模值之积

极矢量模值之积

幅频响应特性

相频响应特性

 
1 2 1 2( ) ( ) ( )m n       = + + + − + + +

= −零矢量相角之和 极矢量相角之和

当 ω 沿虚轴移动时（即

频率发生变化），各矢量的

模和相位角都会随时变化，

因此根据各矢量随着 ω 变化

的情况，可画出幅频特性和

相频特性曲线。

( )( ) jH j e  =

频率特性几何画法系统函数零、极点与频率响应特性



已知图示电路，其中 R = 1Ω，C = 0.5F。例题37

1) 求该系统的频率响应函数 ；

2) 粗略作出幅频、相频特性曲线，并判断系统特性；

3) 假设输入 ，求系统稳态响应 。

 ( )H j

 ( ) 2 4cos2 10cos4e t t t= + +  ( )ssy t






 

低通特性 高通特性 带通特性
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
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◼ 系统函数与系统的频域特性

零极点分布与频率特性关系

1p

2p

1p

2p

实际中系统零极点可以配置多个，此处只给出较为简单的形式。

1,2 0 ( 0)p j  = −  



◼ 系统函数与系统的频域特性

全通系统

全通系统指系统函数极点位于 s 平面左

半平面，零点位于 s 平面右半平面，而且零

点与极点关于虚轴镜像对称的系统，其系统

函数称为全通函数，幅频响应为一常数。

1 2 1 2( )1 2

1 2

( )
jB B

H j K e
A A

    + − −
=

1 2

1 2

( )
B B

H j K K
A A

 = =

幅频响应特性 相频响应特性
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1 1 2 2

1 1 2 2
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A B A B

     

 = =


+ = + =

1,2z j = 
1,2p j = − 



◼ 系统函数与系统的频域特性

最小相移系统

对于相同幅频特性的因果稳定系统，所有零点均在左半平面的系统

称为最小相移系统，其相移函数 最小，相应网络称为最小相移网络。 ( ) 

最小相移网络



4.6 拉普拉斯变换与傅里叶变换的关系



◼ 拉普拉斯变换与傅里叶变换的关系

引言

➢ 拉普拉斯变换是傅里叶变换的一种推广，信号的拉普拉斯变换存

在时，其傅里叶变换不一定存在。

➢ 目标：根据信号的拉普拉斯变换求傅里叶变换，并分析需要满足

的条件。

➢ 从实用角度考虑，仅讨论信号为因果信号时的情形，其拉普拉斯

变换的收敛域为 ，因此 与 的关系与收敛边界

有关。   0Re s =

   0Re s  ( )F s ( )F j



◼ 拉普拉斯变换与傅里叶变换的关系

0 0  此时收敛边界位于 s 平面的右半平面

此时虚轴 不在收敛域内，因此在 处 不收敛，故

傅里叶变换不存在。

s j= s j= ( )F s

0 0  此时收敛边界位于 s 平面的左半平面

此时虚轴 在收敛域内，因此在 处 收敛，故傅里

叶变换存在，为： ，即直接在象函数 中取虚轴。

s j= s j= ( )F s

( ) ( )
s j

F j F s



=

= ( )F s

 2 1
( ) ( ) ( ) ,Re 2, ( )

2

tf t e t F s s F j
s

 =  = 
−

不存在

 2 1 1
( ) ( ) ( ) ,Re 2, ( ) ( )

2 2

t

s j
f t e t F s s F j F s

s j
 



−

=
=  =  − = =

+ +



◼ 拉普拉斯变换与傅里叶变换的关系

0 0 = 此时收敛边界位于虚轴，即在虚轴上有极点

此时虚轴 不在收敛域内，因此在 处 不收敛，但是

傅里叶变换存在，只是不能简单的取虚轴了，此时傅里叶变换将包含

冲激函数。

s j= s j= ( )F s

 

1

( ) ( ) ( )
n

i is j
i

F j F s k


    
=

=

= + −

➢ 当虚轴上仅有单极点时，有关系式：

其中 为 在虚轴上的极点, 为 部分分式展开式中对应

于这些极点的部分分式的系数。

i ( )F s ik ( )F s

➢ 当虚轴上有重极点时，傅里叶变换会出现冲激函数的各阶导数项，

这里不再赘述。



例题38 求下列信号的傅里叶变换。

1) ( ) cos ( ), 0 2) ( ) ( ) 3) ( ) cos ( )tf t e t t f t t f t t t      −=  = =
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